GEOMETRIA PROIETTIVA
Vedi:

http://www.dm.unibo.it/matematica/GeometriaProiettiva/hompg/hompg.htm

INTRODUZIONE
La geometria proiettiva gioca un ruolo fondamentale nella matematica moderna, non solo per l'interesse che ha di per sé, ma anche per le implicazioni che ne derivano in altre discipline. 

In queste pagine ne viene data un'introduzione, utilizzando come strumento base l'algebra lineare, che, a differenza del metodo assiomatico-sintetico, sicuramente piú intuitivo in un primo approccio ma molto piú complicato successivamente, permette di trattare la geometria proiettiva in modo estremamente efficace e conciso. 

Queste pagine sono quindi rivolte ad utenti che abbiano una conoscenza di base dei concetti fondamentali dell'algebra lineare, ad esempio agli studenti del secondo anno del corso di laurea in Matematica, Ingegneria o Fisica. 


La prospettiva
La geometria proiettiva ha le sue origini nelle regole della prospettiva, che gli artisti del Rinascimento studiarono scientificamente e utilizzarono in modo sistematico. 
Nel Medioevo lo scopo della pittura (e delle altre arti) era la glorificazione di Dio e l'illustrazione di temi biblici; le figure erano quindi simboliche piuttosto che realistiche, gli esseri viventi e gli oggetti dipinti erano piatti e innaturali. 
Nel Rinascimento lo scopo delle arti figurative diventa la rappresentazione del mondo reale, nel modo piú fedele possibile. Ci si scontra quindi subito con il problema di rappresentare bene un mondo tridimensionale su una superficie piana (la tela); questo è ciò che la prospettiva studia. 
I primi e piú illustri artisti che dedicarono la loro attenzione al problema della prospettiva furono l'architetto fiorentino Filippo Brunelleschi (1377-1446) e l'architetto Leon Battista Alberti (1404-1472) con l'opera "Della pictura" del 1435. 
Il principio fondamentale di L.B.Alberti può essere spiegato cosí: per semplificare il problema facciamo finta di vedere con un solo occhio 
 INCLUDEPICTURE "http://www.dm.unibo.it/matematica/GeometriaProiettiva/sez1/pag1/img1.gif" \* MERGEFORMATINET 


(egli era tuttavia cosciente che ciò è riduttivo) e immaginiamo raggi di luce che congiungono l'occhio a un qualsiasi punto dell'oggetto tridimensionale da dipingere. Egli chiamò l'insieme di questi raggi "una proiezione". 
Supponiamo che uno schermo piatto trasparente sia posto verticalmente davanti all'occhio; ogni raggio [image: image2.png]


incontra lo schermo in un punto [image: image3.png]


l'insieme di questi [image: image4.png]Pt



è stato da L.B.Alberti chiamato "una sezione". La cosa interessante è che guardare la sezione crea [image: image5.png]


ad [image: image6.png]


l'illusione di guardare l'oggetto scelto, perché dalla sezione provengono all'occhio gli stessi raggi luminosi che provengono dall'oggetto. Al posto dello schermo trasparente possiamo mettere la tela e dipingervi sopra, quindi, una sezione. 
Alberti sollevò inoltre una domanda molto importante: se si cambia la posizione dello schermo davanti all'occhio, si ottiene una sezione differente dalla precedente; 

[image: image7.png]7

=N\

L3\





tuttavia le due sezioni "provengono" dallo stesso oggetto; quali proprietà geometriche hanno in comune queste due sezioni, che sono figure piane? 
Questo è stato il punto di partenza della geometria proiettiva.
La risposta che daremmo oggi alla domanda posta da L.B.Alberti è la seguente: detti [image: image8.png]


ed [image: image9.png]


i piani "completati" dei due schermi, dove "completare" un piano significa considerare come punti del piano non solo i punti ordinari, ma anche i punti "all'infinito", cioè le direzioni delle rette (quindi due rette parallele si incontrano nel loro comune punto all'infinito), e dette [image: image10.png]


ed [image: image11.png]


le due sezioni , si ha [image: image12.png]A= f(A),



dove [image: image13.png]


è una proiettività tra i due piani proiettivi, cioè [image: image14.png]f:H—H.




Cosí come ogni raggio luminoso per [image: image15.png]


non parallelo ad [image: image16.png]


incontra [image: image17.png]


in un punto "vero", si può pensare che ogni raggio luminoso [image: image18.png]


per [image: image19.png]


parallelo ad [image: image20.png]


incontri [image: image21.png]


"all'infinito", cioè nel punto [image: image22.png]Poc



di [image: image23.png]


rappresentato dalla direzione delle sue rette parallele ad [image: image24.png]


una proiettività costruita come [image: image25.png]


può mandare punti "all'infinito" di [image: image26.png]


in punti "veri" di [image: image27.png]


come nella figura seguente. 
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In questo discorso si trovano riuniti i due modi piú comuni di immaginare un piano proiettivo: come piano "completato" (vedi esempio 9 della sezione "Definizione di spazio proiettivo") e come l'insieme delle rette dello spazio passanti per [image: image29.png]


(vedi definizione 1 della sezione "Definizione di spazio proiettivo"). Per una formalizzazione di tutto ciò, si veda la sezione "Completamento di uno spazio affine". 

Tornando al Rinascimento, un intreccio di interessi matematici ed artistici analogo a quello di Filippo Brunelleschi e di Leon Battista Alberti si riscontra poi in Leonardo da Vinci (1452-1528), autore del "Trattato della pittura" (opera perduta nella sua versione originale), in Piero della Francesca (1410-1492), autore dell'opera "De prospectiva pingendi", e in Albrecht Dürer (1471-1528), il grande artista di Norimberga che fu a lungo in contatto con gli ambienti veneziano e bolognese, e favorí la diffusione delle teorie sulla prospettiva nell'Europa centro-settentrionale.
Definizione di spazio proiettivo
1 DEFINIZIONE   Nel seguito [image: image30.png]


denoterà sempre un campo fissato e [image: image31.png]


un [image: image32.png]


-spazio vettoriale di dimensione [image: image33.png]n+l.



Lo spazio proiettivo su [image: image34.png]


associato a [image: image35.png]


è l'insieme [image: image36.png]P(V)



i cui elementi, chiamati punti di [image: image37.png]B(V).



sono i sottospazi vettoriali di dimensione uno di [image: image38.png]


, cioè le rette vettoriali di [image: image39.png]


; [image: image40.png]P(V)



è anche chiamato proiettivizzazione (o proiettivizzato) di [image: image41.png]


.

2 OSSERVAZIONE   Ogni [image: image42.png]vev\{o}



genera il sottospazio di [image: image43.png]


di dimensione uno [image: image44.png]<v>={Av:1€K}



. Quando lo considereremo come un punto di [image: image45.png]P(V)



, denoteremo questo sottospazio col simbolo [image: image46.png]


. 
Si nota subito che due vettori [image: image47.png]


, [image: image48.png]w € V\{0}



definiscono lo stesso punto di [image: image49.png]P(V)



, cioè [image: image50.png]


se e solo se esiste [image: image51.png]A€eK



, [image: image52.png]A#£0,



tale che [image: image53.png]


. 

3 OSSERVAZIONE   C'è una corrispondenza biunivoca naturale tra [image: image54.png]P(V)



e l'insieme quoziente [image: image55.png]VA{0}/ ~



, dove [image: image56.png]


è la relazione di equivalenza seguente: 
[image: image57.png]


se e solo se esiste [image: image58.png]AEK®



tale che [image: image59.png]


, cioè: 

[image: image60.png]P(V) = V\{0}/~

W = [wle




Possiamo allora identificare [image: image61.png]P(V)



con [image: image62.png]VA{0}/ ~



, scrivendo [image: image63.png]P(V)=V\{0}/ ~.



È per questo motivo che i punti di [image: image64.png]P(V)



sono indicati, solitamente, racchiudendo un elemento di [image: image65.png]V\{o}



fra parentesi quadre: [image: image66.png]


. Tale scrittura indica una classe di equivalenza, e il puntino fra parentesi quadre un suo rappresentante. 

4 PROPOSIZIONE   La relazione [image: image67.png]


definita in [image: image68.png]V\{o}



è una relazione di equivalenza.

Dimostrazione 
Vale l'uguaglianza [image: image69.png]


quindi [image: image70.png]


è riflessiva. 
Se [image: image71.png]


, allora [image: image72.png]w = (1/A)v,



quindi [image: image73.png]


è simmetrica. 
Se [image: image74.png]


e [image: image75.png]


, allora [image: image76.png]


quindi [image: image77.png]


è transitiva. 

Dimensione di uno spazio proiettivo
5 DEFINIZIONE   La dimensione di [image: image78.png]P(V)



è definita come [image: image79.png]


e si denota con [image: image80.png]dimP(V).




Tale definizione è piuttosto naturale, poichè [image: image81.png]P(V),



essendo un insieme di rette di [image: image82.png]


deve avere dimensione minore di uno rispetto a [image: image83.png]



6 ESEMPI[image: image84.png]


 

· Se [image: image85.png]


, cioè [image: image86.png]Vv ={0}



, si ha [image: image87.png]P(V)=0



, perché [image: image88.png]


non possiede sottospazi di dimensione uno. Si può quindi considerare l'insieme vuoto [image: image89.png]


come spazio proiettivo di dimensione -1 su un qualunque campo [image: image90.png]


. 

· Se [image: image91.png]


, [image: image92.png]P(V)



possiede un solo punto, [image: image93.png]


stesso, e [image: image94.png]dimP(V) =0



; uno spazio proiettivo di dimensione 0 consiste dunque di un solo punto. 

· Gli esempi piú importanti di spazi proiettivi si ottengono considerando [image: image95.png]


. Lo spazio [image: image96.png]P(K"*)



si denota con [image: image97.png]P*(K),



o semplicemente con [image: image98.png]


se non c'è possibilità di equivoco. 
È uno spazio proiettivo di dimensione n, e si chiama l'n-spazio proiettivo numerico, o lo spazio proiettivo standard n-dimensionale sul campo [image: image99.png]


. 
Dato [image: image100.png]


, denoteremo con [image: image101.png]


il punto corrispondente di [image: image102.png]


(che è, come visto nell'osservazione 3, in corrispondenza biunivoca con la classe [image: image103.png][(z0: 21, -, zn)]~



). 
Si ha [image: image104.png]..... Y] M EK sy = Az Vi=0.1,....n




. 

7 DEFINIZIONE   Uno spazio proiettivo è detto reale se [image: image105.png]


complesso se [image: image106.png]



Gli spazi proiettivi 1- e 2-dimensionali sono detti rispettivamente rette proiettive e piani proiettivi. 

SPAZIO PROIETTIVO SU UN CAMPO FINITO
10 OSSERVAZIONE   Sia [image: image107.png]


un campo finito con [image: image108.png]


elementi, e [image: image109.png]P(V)



uno spazio proiettivo di dimensione n su [image: image110.png]


. Allora 

[image: image111.png]1
BP(V)= St





Infatti 

[image: image112.png]F#(K™\{0}) ko1
#(punti di una retta vettoriale di K"+!, eccetto lo {0}) ~  k—1 °

#(P(V)) = #(rette di V\{0}) =




dato che [image: image113.png]FHKH) = it



, e ogni retta ha [image: image114.png]


elementi, essendo stata tolta l'origine. 

11 ESEMPIO   Ogni retta proiettiva su [image: image115.png]Z,



ha tre punti, infatti 

[image: image116.png]



e ogni piano proiettivo su [image: image117.png]Z,



ha 7 punti: 

[image: image118.png]
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